Quadratische Funktion

Die quadratische Polynom—Funktion |y = a-x?+b-x+d setzt sich aus einem
quadratischen x—-Summand (a-x?) und einem linearen Teil (b-x+c) zusammen.

Wir konnen auch bei dieser Funktionenfamilie, die das Bild einer Parabel
wiedergibt, von 3 Erscheinungsformen ausgehen:

Funktionsterm - Tabelle - Graph

Wie sieht nun einen solche Funktion aus?

Beispiel 1: Gegeben ist der Funktionsterm einer Polynomfunktion 2.Grades:
f:y = x*-4x

Gesucht:

a) Berechne die Wertetabelle und zeichne den Graph der Funktion im Intervall [-1;5]
b) Lies die Nullstellen und den Scheitelpunkt vom Graphen ab

c) Berechne die Nullstellen und den Scheitelpunkt

Losung:

W W a owm

a) Wertetabelle:

x [-1]0 |1 |2 |3 |4 |5

515 |0 |-3[-4|-3|0 |5
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Graph ==>
b) Nullstellen: N1(0 | 0) und N2(4 | 0). Scheitel: S(2 | —4)
c) Berechnung mit der Mitternachtsformel: f(x)=0 = x2 — 4x=0
—biVvbZ-4ac _ —(-HEJ(-4)°-41-0 _ 4J—”;6_° =2 x1=0 und x> =4

x =
12 2a 2-1

damit kann man die Nullstellen angeben: N1(0 | 0) und N2(4]0)

Lasst man in der Mitternachtsformel die Wurzel weg, so ergibt sich der x-Wert

-b 4
des Scheitels xs =— === 2.
2a 2

Der y—Wert ergibt sich durch Einsetzen des x—Wertes in die Funktion:
y = x2~4x = 22-4.2 = -4 > S(2|-4)

Umkehraufgabe:
Ermittle aus angegebenen Punkten den Funktionsterm der Funktion
(Umgekehrte Kurvendiskussion = Funktionstermsuche = Steckbriefaufgabe)

Beispiel 2: Gegeben ist der Scheitelpunkt der Parabel S(xs|ys) = (3|-6) und ein
weiterer Punkt P(1]2)

Gesucht: Funktionsterm

a) in der [Scheitelform y = a-(x—xs)* + yd

b) in der allgemeinen (ausmultiplizierten) Formy = a-:x*+ b'x + ¢
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Losung:
a) Wir setzen zuerst den Scheitelpunkt S(3 | —6) in die Scheitelform
y = a-(x—xs)? + ys ein:
2 y=a(x—-3)?2+(-6) (GLG)
nun setzen wir den Punkt P(1 | 2) fiir die allgemeinen x,y—Werte des Terms ein:
=2 2=a:(1-3)>+ (-6) =>» daraus ergibt sich durch Gleichungsumformung;:
2> 8=a (-2)2 = a=2 = setzt mana in die (GLG) ein, ergibt sich:
Ergebnis: y =2.(x-3)2-6

b) Wir miissen die Scheitelformgleichung nur einfach umformen, dann erhalten wir
die allgemeine Form:

y=2:(x=3)2-6 = 2- (x2=6x+9) - 6 = 2x2-12x+18 — 6 = 2x>—12x+12
Ergebnis: y=2x2-12x+12

Beispiel 3: Gegeben sind die Nullstellen N1(x4]0)=(-2|0), N2(x2]0)=(4]|0) und ein
weiterer Punkt P(3|5) der Parabel

Gesucht: Funktionsterm

a) in der Nullstellenform y = a-(x=x1):(x—x2)|

b) in der allgemeinen (ausmultiplizierten) Formy = a-x*+ b-x + ¢

Losung:

a) Wir setzen zuerst die Nullstellen N1(x1 | 0)=(-2]0) und Na(x2|0)=(4|0) in die
Nullstellenform y = a-(x—x1)-(x—x2) ein:
> y=a(x-(-2)(x-4) (GLG)
nun setzen wir den Punkt P(3 | 5) fiir die allgemeinen x,y—Werte des Terms ein:
=2 5=2a-(3- (-2))-(3—4) =» daraus ergibt sich durch Gleichungsumformung:
=2 5=a5(-1) = a=-1=> setzt man a in die (GLG) ein, ergibt sich:

Ergebnis: y = —1-(x+2)-(x—4)

b) Wir miissen die Nullstellenform nur einfach umformen, dann erhalten wir die
allgemeine Form:

y = —1-(x+2)-(x—4) = —1.(x®>+2x—4x—8) = —x>+2x+8
Ergebnis: y = —x2+2x+8
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Ubungsbeispiele:

1. Zeichne die Graphen der folgenden Funktionen im angegebenen Intervall mithilfe einer
Wertetabelle und berechne die Nullstellen:
a) f(x)=x2-2 [-2; 2]
b) f(x) =x?-4x [-1; 5]
c) f(x)=2x2-2x-4 [-2; 3]
d) f(x)=x2/2+2x+2 [-5;1]
&) £(x) [2;3]
f) f(x)=-2x2-3x-2 [-3;1]
2. Berechne bei den folgenden Parabeln die Koordinaten des Scheitels, die Schnittpunkte
mit der x-Achse (Nullstellen) und skizziere die Parabeln!
a) y=x2-6x+11
b) y=x2-2x-3
) y=x2+4x+3
d) y=x2+5x+7

3. Gegeben sind der Scheitelpunkt einer Parabel und ein weiterer Punkt. Gesucht ist der
Funktionsterm der Parabel in der Scheitelform und der allgemeinen Form
a) S(2|-5) und P(3 | -4)
b) S(—4|1) und P(-3 | 3)
c) S(4]3) und P(3]6)
d) S(-1|-3) und P(-4|-21)

4. Gegeben sind die Nullstellen und ein weiterer Punkt der Parabel
Gesucht: Funktionsterm in der Nullstellenform und der allgemeinen Form
a) N1(2]0), N2(6 | 0) und P(1|5)
b) N1(-20), N2(4|0) und P(1|-18)
c) N1(=30), N2(-1|0) und P(1|-8)
d) N1(4|0), N2(-4 | 0) und P(6 | 60)
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5) BIFIE-Beispiel:

Ein Wasserstrahl tritt aus einem Gartenschlauch aus.

a)

b)

cl

Der Verlauf eines Wasserstrahls kann mit der fokgenden Funktion beschrieben werden.
hix) = -0,15%° + 0.9 + 0,6

Alx) ... HEhe des Strahls dber einem Punkt am Boden in x Metern Entfernung vam Austrittsor
in kAatern (m)
A ... horizontale Entfernung wom Austrittsort in Metern [m)

Berechnen Sie, in welcher horizontalen Entlernung x vom Austrittzort dieser Strahl auf dem Bo-
den auftrifft. Argumentieren Sie, ob der Strahl in grdferer Entfernung x auf dem Boden auftrifft,
wenn man den Schlauch nur senkrecht nach oben verschiebt, ohne dabei die Strahlrichtung
ader den Wasserdruck zu verindern.

Ein Wasserstrahl tritt in einer Héshe von 1 m aus. Nach 3 m herizentaler Entfernung vom Aus-
trittsort errelcht der Strahl eine maximale H8he von 2,5 m.

Ermitteln Sie jene Pakmomfunktion 2. Grades, welche die Héhe b des Wasserstrahls in Abhdn-
gigkeit von der horizomalen Entfernung x vom Austrittsort des Wassers beschreibt.

Die untenstehende Grafik 2eigt die Verlfufe von 3 Wasserstrahlen, die unter gleichem Wasser-
druck bei umerschiedlichen Austrittswinkeln entstehen. Lesen Sie die Reichweiten und masxima-
len Hihen fir jede der dargesteliten Kurven ungefdhr ab. Interpretieren Sie auBerdem, wie sich
die Hhe und die Reichweite des Strahls verndern, wenn der Austrittswinke! variiert.

A

hinm

Austrittswinkel 65°

Austrittswinkel 45°

Austrittswinke| 25°
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Losungen:

1a) N1(-v2/0), N2(v2/0) 1b) N1(0/0), N2(4/0)

1c) N1(-1/0), N2(2/0)

1d) N(-2/0) 1e) N1(-0,62/0), N2(1,62/0)

AN

1f) keine Nullstelle

2a) S(3/2), keine Nullstelle 2b) S(1/-4), N1(-1/0), N2(3/0)

d
1
2

2¢) S(-2/-1), N1(-3/0), Ng(—l/O)

S(-2,5/ 0 75 keine Nullstelle

U

3a) y=1-(x—2)?-5 =2 y= x>—4x-1

3b) y=2:(x+4)2+1 = y= 2x2+16x+33
3c) y=3-(x—4)2+3 =» y=3x>-24x+51
3d) y=—2-(x+1)?-3 = y=—2x2>-4x-5
4a) y= (x ) (x—2) =2 y=x2-8x+12
2)-(x—4) = y=2x>—-4x-16
) (x+3) > y=—x2—4x-3
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hix)=-0,185" + 0,.8x + 0.6
Die Weite edhalt man durch Berachnen der Nullstalle: hix) =0
Technologieeinsatz: ¥ = 6,61 m

Argurnentisren:

Wenn man die Stranlrichtung cder den Wasserdruck (Geschwindigkeit] nicht verdndert, so ver-
schiebt sich die Parabel nach oben und es verdndert sich der Schnitt mit der vertikalen Achse.
Dadurch verandert sich aber auch die Beichweite x, sie wird griBer,

Ll Diskussion kann auch anders gefithrt sein, Nicht 2wingend in dieser Weisel

fivi=a-x+b -X+0¢
hixl=28-x+bH

Punkte {0|1) und (3|2,5) in h(x} einsetzen;
Measirmun bei x = 3,

713 = O einsetzamn;

Gleichungssystem: ¢ = 1
25=83+3b+1

O0=68+b

Gleichungssystem ldsen (hindisch oder mit Technologie):
a=-0167, b=1 c=1
Bl = -0,1675% + % + 1

Austrittswinkel 25

Der Strahl trifft bel ca. 4,6 m auf den Boden auf, Dle HEhe betrigt maximal ca. 0,5 m. Die Bahn
ist flach,

Austrittswinkel 45°:

Dle Relchweite ist von den drel betrachteten Fallen am gratten, sle liegt bel B m, de maximale
Hihe betragt ca. 1,5 m.

Austrittswinkel 65

Der Strahl trifft schon bel ca. 4,7 m auf den Boden auf.,

Dle maximale Hihe betragt ca, 2.5 m. Dle Bahn 13t von den drel betrachteten Fallen am stelisten.

Zusammenfassend aus der Zelchnung erkennbar:
Bei den beiden Winkeln, die kieiner oder gréfer als 457 sind, wird die Relchwelte gerdhger.
Dle Hidhe wird beim VergrdBem des Winkels gréer, beim Verkleinern des Winkels kleiner,
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